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Abstract: When applied to diffusion problems in a multiphase setup, the popular XFEM
strategy suffers of an inaccurate representation of the local fluxes in the vicinity of the
interphase. The XFEM enrichment improves the global quality of the solution but it is
not enforcing any local feature to the fluxes. Thus, the resulting numerical fluxes in the
vicinity of the interphase are not realistic. This paper introduces an additional restriction
to the XFEM formulation aiming at properly reproducing the features of the local fluxes
in the transition zone. This approach is denoted as XFEM+ and requires adding linear
constrains to the XFEM algebraic system. The XFEM+ strategy is applied to several
examples and the solutions obtained show a spectacular improvement with respect to the
standard XFEM.
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Resumen: Cuando se aplica XFEM a los problemas de difusio´n en un sistema de
mu´ltiples fases, esta popular estrategia produce una representacio´n inexacta de los flu-
jos en la vecindad de la interfase. El enriquecimiento XFEM mejora la calidad global de
la solucio´n pero no satisface algunos rasgos locales de los flujos. As´ı, los flujos nume´ricos
resultantes en la vecindad de la interfase no es realista. Este art´ıculo introduce una re-
striccio´n adicional a la formulacio´n XFEM an˜adiendo una propiedad que reproduzca los
rasgos de los flujos locales en la zona de transicio´n. Esta aproximacio´n sera´ denotada
como XFEM+ y requiere an˜adir condiciones lineales al sistema algebraico XFEM. Se
aplicara´ la estrategia XFEM+ a varios ejemplos y las soluciones obtenidas muestran una
mejora espectacular con respecto al XFEM esta´ndar.
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1 INTRODUCCIO´N
El me´todo de XFEM [6, 2, 4, 3, 9] aprovecha el concepto de la particio´n de la unidad
para enriquecer la solucio´n del Me´todo de los Elementos Finitos (MEF o FEM) incor-
porando funciones que contengan caracter´ısticas de la solucio´n exacta que el FEM no
contiene. En particular, esta estrategia es u´til para aproximar de manera eficiente singu-
laridades o discontinuidades asociadas a fracturas, fisuras o cambios de fase. A menudo
este me´todo se asocia al uso de Level Sets [8, 7] que permiten describir la geometr´ıa de la
discontinuidad sin hacerla coincidir con los contornos de los elementos.
En este art´ıculo, nos centramos en un problema de transmisio´n de calor en un medio
no homoge´neo, con dos materiales distintos separados por una interfase. El feno´meno que
se pone de manifiesto y que se va a corregir con la estrategia propuesta, se asocia a dos
fases con propiedades materiales (conductividades) muy distintas.
En este contexto, el XFEM proporciona una mejora global, en norma energe´tica. Pero
no controla el error local en los flujos que, a menudo, son las cantidades de intere´s del
problema. As´ı, los valores de los flujos nume´ricos que proporciona XFEM cabe la interfase
son poco precisos, especialmente del lado del material con la conductividad ma´s alta.
Para paliar este problema, en este art´ıculo se propone una modificacio´n ulterior a
XFEM, que denominamos XFEM+ y que permite imponer la condicio´n del salto de
flujos en la interfase de manera fuerte. Esto produce una buena descripcio´n de los flujos
alrededor de la interfase.
El resto del art´ıculo se estructura como sigue. En el apartado 2 se presenta el problema
de valores en la frontera a resolver y las ecuaciones ba´sicas. El apartado 3 describe las
te´cnicas nume´ricas habituales para resolver el problema, la descripcio´n de fases mediante
Level sets, el me´todo de elementos finitos (FEM) y el XFEM. Los problemas que se
encuentran al determinar los flujos con FEM y XFEM se muestran en el apartado 4. La
metodolog´ıa propuesta para imponer de forma fuerte la continuidad de los flujos a trave´s
de la interfase se describe en el apartado 5. Finalmente, en el apartado 6 se presentan
ejemplos nume´ricos que validan la estrategia que se introduce.
2 Planteamiento del Problema
2.1 Problema modelo
Se considera un dominio Ω ⊂ Rd, con d = 2 o d = 3, abierto y acotado con frontera
suave dividida en dos partes en lo que se refiere a las condiciones de contorno: ∂Ω =
ΓN ∪ ΓD, con ΓN ∩ ΓD = ∅ siendo ΓN la parte donde se imponen condiciones de tipo
Neumann y ΓD donde se imponen condiciones de tipo Dirichlet. En este dominio se desea
resolver el siguiente problema de contorno que incluye la ecuacio´n de Poisson:
∇·(−ν∇u) = f en Ω (1a)
−ν∇u·n = gN en ΓN (1b)
u = uD en ΓD (1c)
donde u es la inco´gnita (que, por ejemplo, representa la temperatura), f es el te´rmino
fuente, gN es el flujo de calor prescrito en ΓN , n la normal unitaria exterior, uD la
temperatura prescrita en ΓD y ν es el para´metro que, en el caso de un problema te´rmico,
representa la conductividad.
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En este problema de balance, el flujo se define mediante la expresio´n siguiente
q = −ν∇u. (2)
Se va a considerar que el coeficiente ν (conductividad) corresponde a dos materiales
distintos. Es decir, el dominio Ω se divide en dos partes Ω1 y Ω2 asociados a los valores ν1
y ν2, tal como se ilustra en la figura 1(a). Los dos subdominios Ω1 y Ω2 tienen la frontera
comu´n Γint = (∂Ω1 ∪ ∂Ω2) \ ∂Ω y completan el dominio Ω = Ω1 ∪ Ω2 ∪ Γint.
Ω1
Ω2
Γint
(a)
P
Ω1
Ω2
τ
n
(b)
Figura 1: Representacio´n del dominio Ω, los subdominios y la interfase (a) y vectores normal y tangente
en un punto gene´rico de la interfase (b)
En este caso, en la interfase Γint se ha de verificar la continuidad de la componente
normal del flujo. La ecuacio´n (1a) no tiene sentido en los puntos de la discontinuidad y se
tiene que sustituir por la continuidad del flujo normal. Es decir, en P ∈ Γint se introducen
los flujos a ambos lados de la interfase
q1 = −[ν∇u]|Ω1 = −ν1∇u|Ω1 (3a)
q2 = −[ν∇u]|Ω2 = −ν2∇u|Ω2 (3b)
y se impone la continuidad de su componente normal
q1·n = q2·n
siendo n una normal unitaria a Γint en el punto gene´rico P (no importa el signo).
As´ı el problema de contorno (1) se tiene que reescribir como sigue:
∇·(−ν∇u) = f en Ω1 ∪ Ω2 (4a)
−ν∇u·n = gN en ΓN (4b)
u =uD en ΓD (4c)
q1 · n =q2 · n en Γint (4d)
Si los valores de ν1 y ν2 son distintos, la condicio´n (4d) implica que el gradiente de u tiene
una discontinuidad en la componente normal a Γint.
∇u|Ω1 · n 6= ∇u|Ω2 · n (5)
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Este salto del gradiente sera´ mayor cuanto mayor sea la diferencia entre ν1 y ν2. Sin
embargo, la continuidad de la inco´gnita u en Ω garantiza que la componente tangencial
del gradiente es continua. Es decir que si denominamos τ al vector tangente a Γint en P ,
tenemos que :
∇u|Ω1 · τ = ∇u|Ω2 · τ .
2.2 Forma variacional del problema
La forma de´bil del problema (4) requiere introducir los siguientes espacios funcionales.
El espacio de funciones V , donde se encuentra la solucio´n del problema (1), se define como
V := {u ∈ H1(Ω) : u = uD en ΓD},
y el espacio de variaciones o funciones de prueba, V0, se define como
V0 := {u ∈ H
1(Ω) : u = 0 en ΓD}.
As´ı, la forma de´bil de (4) se escribe como encontrar u ∈ V tal que
a(u, v) = L(v), para todo v ∈ V0, (6)
donde la forma bilineal a(·, ·) y el funcional lineal L(·) quedan definidos por
a(u, v) :=
∫
Ω1∪Ω2
ν∇u · ∇v dΩ y L(v) :=
∫
Ω
fv dΩ +
∫
ΓN
gNv ds.
No´tese que la ecuacio´n de continuidad (4d) se impone de manera impl´ıcita en la forma
de´bil. De hecho, esta imposicio´n es de´bil en el sentido de que se obtiene de la misma
manera que las condiciones de Neumann (4b). Es decir, que so´lo se verificara´ exacta-
mente al resolver la ecuacio´n de manera exacta en el espacio de dimensio´n infinita V . Al
sustituir V por un espacio de dimensio´n finita, tal como se hace al utilizar el FEM, estas
restricciones so´lo se verifican de manera aproximada.
3 Descripcio´n de fases con level set: FEM y XFEM
3.1 Level set
La te´cnica de los level sets se utiliza para describir la localizacio´n de las fases sin tener
que hacer coincidir la l´ınea de interfase con los lados de los elementos (o la superficie de
interfase y las caras de los elementos en 3D). Para ello, se introduce una funcio´n de nivel
φ (la funcio´n level set) de manera que
φ(x) =


> 0, x ∈ Ω1
= 0, x ∈ Γint
< 0, x ∈ Ω2
De hecho, en la pra´ctica, la funcio´n φ se toma como la funcio´n distancia a la interfase,
con signo. A menudo, adema´s, esta funcio´n se trunca a una cierta distancia de manera
que a partir de ese momento se toma constante.
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3.2 Me´todo de elementos finitos (FEM)
El espacio funcional donde se encuentra la solucio´n FEM del problema esta´ asociado a
una malla de elementos con taman˜o caracter´ıstico H , se denomina VH y es un subespacio
de V , VH ⊂ V . La malla consiste en una discretizacio´n del dominio Ω en elementos Ωk,
k = 1, . . . , nel disjuntos y que cubren el dominio, es decir, tales que Ω =
⋃
k Ω
k
, y, para
k 6= k′, Ωk ∩ Ωk
′
= ∅.
Este espacio viene generado por las funciones de interpolacio´n (o de forma) Ni, i =
1, . . . , npoin, asociadas a los npoin nodos de la malla: VH = span{N1, . . . , Npoin}.
La aproximacio´n en VH de u se denomina uH y queda determinada por los valores
nodales ui, i = 1, . . . , npoin:
uH =
npoin∑
i=1
Niui.
La aproximacio´n FEM, uH es tal que
a(uH , v) = L(v), para todo v ∈ VH0 ⊂ V0, (7)
siendo VH0 la contraparte discreta del espacio V0.
La solucio´n uH se obtiene determinando los coeficientes ui, i = 1, . . . , npoin resolviendo
un sistema de ecuaciones lineales algebraico. El vector columna que contiene los coefi-
cientes ui, u, es solucio´n de
Kuuu = Fu, (8)
donde Kuu denota la matriz de rigidez y Fu el vector de fuerzas cuyas componentes
gene´ricas son [Kuu]ij = a(Ni, Nj) y [Fu]j = L(Nj), respectivamente.
Se va a tomar como hipo´tesis que la solucio´n nume´rica verifica las condiciones de
Dirichlet exactamente. Es decir, se acepta que el error asociado a la solucio´n FEM,
u − uH , pertenece al espacio V0. O lo que es lo mismo, consideramos que el te´rmino de
oscilaciones de los datos es despreciable (es decir que consideramos que uD se describe
exactamente en VH). La ortogonalidad de Galerkin garantiza que uH es o´ptima en el
sentido de que
‖u− uH‖ ≤ ‖u− v‖ ∀ v ∈ VH
siendo ‖ · ‖ la norma inducida por a(·, ·), ‖v‖2 = a(v, v).
La funcio´n level set, φ, tambie´n se aproxima por una funcio´n de VH , φH . Los valores
nodales φi, i = 1, . . . , npoin permiten interpolar φ en cada elemento:
φ ≈ φH =
npoin∑
i=1
Niφi.
De esta manera, la descripcio´n discreta de la interfase es una curva continua, suave en
el interior de los elementos y con discontinuidades en la pendiente en los lados de los
elementos que contienen la interfase. En el caso de elementos lineales es, precisamente,
una l´ınea poligonal quebrada.
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Esto permite tambie´n calcular el vector normal unitario a la interfase en un punto P
de la interfase interior a un elemento Ωk:
n =
∇φH
‖∇φH‖
con ∇φH =
npoin∑
i=1
∇Niφi. (9)
3.3 Me´todo de elementos finitos extendidos (XFEM)
La solucio´n FEM, uH , es suave en el interior de los elementos, es decir que su gradiente
es continuo dentro de todo Ωk. Sin embargo, al utilizar level sets para describir la interfase,
e´sta pasa por el interior de los elementos. Adema´s, sabemos que el gradiente de la solucio´n
exacta del problema, u, es discontinuo en la interfase, ve´ase (4d) y (5). El XFEM es
un me´todo en el que se enriquece la solucio´n del FEM para an˜adir a la aproximacio´n,
caracter´ısticas de la solucio´n exacta que se conocen a priori y que en principio la solucio´n
FEM no contiene. Esta idea se utiliza, en este contexto, para an˜adir discontinuidades en
la derivada normal en la interfase.
Para ello se introduce una funcio´n ridge (carena o arista), R, introducida en [5] y
definida por
R =
npoin∑
i=1
Ni|φi| −
∣∣∣∣∣
npoin∑
i=1
Niφi
∣∣∣∣∣ .
Esta funcio´n se anula en los elementos que no contienen la interfase (todos los φi son del
mismo signo) y, en los elementos que s´ı la contienen, se anula en los nodos y presenta
una discontinuidad en la derivada precisamente sobre la interfase. En lo que sigue, se
denomina Eenr al conjunto de ı´ndices de los elementos que contienen parte de la interfase.
As´ı, R so´lo es distinto de cero en los elementos Ωk con k ∈ Eenr.
De hecho, se puede restringir el rango de variacio´n del ı´ndice i a aquellos nodos que
pertenecen a elementos que contienen la interfase. Estos nodos se denominan nodos
enriquecidos y el conjunto de valores de estos ı´ndices se denomina Nenr. As´ı la ecuacio´n
anterior se puede reescribir
R =
∑
i∈Nenr
Ni|φi| −
∣∣∣∣∣
∑
i∈Nenr
Niφi
∣∣∣∣∣ .
La aproximacio´n XFEM, uX , se escribe como
uX =
npoin∑
i=1
Niui +
∑
j∈Nenr
RNjaj, (10)
donde ai son los valores nodales enriquecidos. No´tese que los valores nodales ui de la
solucio´n uX en general no coinciden con los de uH . Al introducir el enriquecimiento
tambie´n las inco´gnitas originales cambian.
La solucio´n uX pertenece al espacio discreto VX = VH ⊕ span{RNi, i ∈ Nenr} y se
caracteriza por una ecuacio´n ana´loga a (7) sustituyendo VH por VX . El sistema algebraico
resultante es [
Kuu Kua
KTua Kaa
][
u
a
]
=
[
F u
F a
]
(11)
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donde a es el vector columna de las inco´gnitas aj, j ∈ Nenr y las componentes gene´ricas
de las matrices son [Kua]ij = a(Ni, RNj), [Kaa]ij = a(RNi, RNj) y [Fa]j = L(RNj).
De la misma manera que antes, la solucio´n XFEM es o´ptima en el sentido de que
verifica la ortogonalidad de Galerkin en VX . Es decir que el error u− uX satisface:
‖u− uX‖ ≤ ‖u− v‖ ∀ v ∈ VX
En particular se puede tomar v = uH ∈ VH ⊂ VX y se deduce que
‖u− uX‖ ≤ ‖u− uH‖. (12)
As´ı, la solucio´n uX es, desde el punto de vista energe´tico (global), mejor que uH.
4 Aproximacio´n del flujo en la zona de interfase
Como ya se ha mencionado, el FEM no puede satisfacer la condicio´n (4d) en los puntos
de la interfase ya que el gradiente es continuo en el interior de los elementos, contradiciendo
(5). Recue´rdese que el salto del flujo normal en un punto P de la interfase interior a un
elemento, que habr´ıa de ser nulo, se expresara´ como
(q1 − q2) ·n = (−ν1∇uH + ν2∇uH) · n = (ν2 − ν1)∇uH · n
dado que ∇uH es continuo en el interior de cualquier elemento. Obviamente, esto so´lo
permite verificar (4d) si ambos flujos normales, q1 y q2, son nulos. Esto no es cierto, en
general. Se debe esperar, por lo tanto, que la solucio´n FEM de este problema no sea una
buena aproximacio´n a la solucio´n exacta, especialmente cuando el contraste entre ν1 y ν2
es grande. Este feno´meno se ilustra en la figura 4.
ν1
P
ν2 = 4ν1
Figura 2: En un elemento lineal que contiene parte de la interfase el gradiente es constante y, por lo
tanto, los flujos a ambos lados de la interfase son proporcionales a los valores de ν1 y ν2: as´ı, la condicio´n
de continuidad del flujo normal no se puede verificar.
El XFEM enriquece la solucio´n introduciendo la posibilidad de que aparezca un salto
en la componente normal del gradiente para intentar satisfacer (4d), segu´n se indica en
(10). As´ı, el gradiente de uX resulta ser
∇uX =
npoin∑
i=1
∇Niui +
∑
j∈Nenr
(R∇Nj +∇RNj)aj
La discontinuidad de ∇uX en un punto P de Γint interior a un elemento Ωk proviene
de ∇R puesto que ∇Ni y R son continuos en el interior de Ωk. De hecho, recordando que
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φ es positivo en Ω1 y negativo en Ω2, tenemos que la expresio´n de R a ambos lados de la
interfase es
R|Ω1 =
∑
i∈Nenr
Ni (|φi| − φi) y R|Ω2 =
∑
i∈Nenr
Ni (|φi|+ φi) (13)
Obse´rvese que ∇R|Ω2 − ∇R|Ω1 = 2∇φH 6= 0. De hecho, como se esperaba, el salto del
gradiente de R es paralelo a la normal n ya que esta es paralela a ∇φH .
Gracias a esta propiedad, se espera que el XFEM sea capaz de obtener una mejora
sustancial en la aproximacio´n de la solucio´n exacta. De hecho, como se muestra a contin-
uacio´n, el XFEM permite obtener la solucio´n exacta en un problema sencillo en el que el
FEM propone una solucio´n muy poco precisa.
Para ilustrar esta propiedad y para motivar los desarrollos que se presentan a contin-
uacio´n, se acude a un ejemplo sencillo (ejemplo 1). Conside´rese el problema (4) con los
datos siguientes: Ω = [0, 1] × [0, 1], gN = 0 en los lados verticales de Ω, uD = 1 en el
lado superior, uD = 0 en el lado inferior de Ω y f ≡ 0. Se toman dos materiales con un
contraste de conductividades importante: ν1 = 1000 en la parte superior y ν2 = 1 en la
parte inferior. Se toman dos configuraciones de las fases: la primera con una interfase
horizontal en y = 0.55 (que corta los elementos de la malla propuesta) y la segunda con
una interfase inclinada 10o.
En la primera configuracio´n (ejemplo 1a), ver figura 3, el problema es pra´cticamente
1D y se dispone de solucio´n anal´ıtica:
u(x, y) =
1
550, 45
{
1000 y para y ≤ 0.55
y + 549, 45 para y > 0.55
En este caso, el FEM se comporta mal debido a la imposibilidad de reproducir el salto de
flujos normales mientras que el XFEM captura la solucio´n exacta y, por lo tanto, muestra
un comportamiento o´ptimo.
Sin embargo, esta capacidad que tiene el espacio funcional para capturar el salto del
gradiente no hace que en todos los casos los flujos nume´ricos sean de una calidad aceptable.
La segunda configuracio´n (ejemplo 1b) esta´ asociada a una solucio´n algo ma´s compleja,
completamente 2D y de la que no se dispone de solucio´n anal´ıtica. Au´n as´ı se puede
calcular fa´cilmente una solucio´n muy precisa utilizando el FEM con una malla que respete
la interfase (de manera que la interfase coincida con lados de los elementos de la malla
y que no sea necesario utilizar un level set). Esta solucio´n se tomara´ como referencia.
Utilizando la descripcio´n con level set de la interfase, los resultados, tanto con FEM como
con XFEM, se muestran en la figura 4. Se puede observar que los resultados mejoran
al usar XFEM pero que la aproximacio´n de los flujos locales no es buena, ya que no se
respeta la condicio´n de continuidad de la componente normal del flujo. Desde el punto
de vista energe´tico, es decir con un criterio global en todo el dominio, la solucio´n mejora
sensiblemente. Sin embargo, en la cantidad de intere´s local que son los flujos, la calidad
de la solucio´n XFEM no es tan buena como cabr´ıa esperar.
Este ejemplo ilustra un feno´meno que se ha observado en problemas pra´cticos: el
deterioro de los flujos nume´ricos que proporciona XFEM cerca de la interfase cuando los
para´metros de conductividad son muy distintos. En la figura 4 se puede observar que los
flujos que son poco precisos son los que corresponden a los puntos que esta´n en la zona
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Figura 3: Ejemplo 1a (interfase horizontal): tanto en la configuracio´n de los flujos locales como en la
norma energe´tica de la solucio´n el FEM proporciona una solucio´n mucho menos precisa que XFEM que,
en este caso, proporciona la solucio´n exacta
Figura 4: Ejemplo 1b (interfase inclinada 10o): la mejora que introduce el XFEM supone un mejor
comportamiento en la aproximacio´n de la norma energe´tica pero no en la aproximacio´n de los flujos en
las proximidades de la interfase.
con ν = 1000. Esto es as´ı ya que en esa zona aunque los errores en el ca´lculo del gradiente
sean pequen˜os, los errores en los flujos se multiplican por ν. Desde el punto de vista
pra´ctico, cuando se desea conocer los flujos en la interfase, esto puede representar una
desventaja. En el apartado siguiente se propone una estrategia nume´rica que palia este
inconveniente modificando el XFEM an˜adiendo como restriccio´n adicional la verificacio´n
de la condicio´n de continuidad de los flujos (4d).
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5 Imposicio´n expl´ıcita de la continuidad de flujos: el XFEM+
El problema al aplicar el XFEM en este contexto proviene de que a pesar de que el
tipo de aproximacio´n que se utiliza en XFEM (FEM enriquecido) es capaz de aproximar
satisfactoriamente el salto, dado que el criterio de aproximacio´n que se utiliza (la res-
olucio´n discreta de la forma variacional del problema (6) en VX) es global, la condicio´n
(4d) no se satisface exactamente y, en algunas circunstancias, ni siquiera aproximada-
mente. De hecho, entre las posibles soluciones en VX se escoge aquella que minimiza la
norma energe´tica global del error aunque los errores en los flujos locales sean grandes.
5.1 Continuidad del flujo normal en un punto de la interfase
Una manera sencilla de evitar este problema es an˜adir a la ecuacio´n a resolver la
restriccio´n (4d) en algunos de los puntos P de Γint de manera expl´ıcita. Para ello, se
presenta a continuacio´n la expresio´n algebraica en el contexto de la aproximacio´n XFEM
de (4d). Recordando la expresio´n de los valores de R en un punto P de la interfase a
ambos lados dada en (13), se obtiene una expresio´n para la diferencia de los gradientes
de R multiplicados por los valores correspondientes de ν a cada lado:
ν2∇R|Ω2 − ν1∇R|Ω1 =
∑
j∈Nenr
∇Nj [(ν2 − ν1)|φj|+ (ν2 + ν1)φj ]
= (ν2 − ν1)
∑
j∈Nenr
∇Njφ˜j (14)
donde se han introducido los valores φ˜j definidos por
φ˜j = |φj| −
ν1 + ν2
ν1 − ν2
φj (15)
As´ı, la expresio´n del salto de flujos a ambos lados de un punto P ∈ Γint, q1 − q2 , resulta
ser
q1 − q2 = −ν1∇uX |Ω1 + ν2∇uX |Ω2
=
npoin∑
i=1
(ν2 − ν1)∇Niui +
∑
j∈Nenr
(ν2 − ν1)R∇Njaj
+
∑
j∈Nenr
(ν2∇R|Ω2 − ν1∇R|Ω1)Njaj. (16)
Y, sustituyendo (14) en (16), se obtiene
q1 − q2 = (ν2 − ν1)
(
npoin∑
i=1
∇Niui +
∑
ℓ∈Nenr
∇Nℓ
(
R +
∑
j∈Nenr
φ˜jNj
)
aℓ
)
. (17)
Obse´rvese que la condicio´n (17) se puede imponer en cada punto P ∈ Γint (en un elemento
enriquecido Ωk, con k ∈ Eenr) y representa una restriccio´n algebraica sobre las inco´gnitas
ui y aj ( en principio para i = 1, . . . , npoin y j ∈ Nenr pero en realidad i y j han de recorrer
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so´lo los ı´ndices de los nodos del elemento Ωk). Recue´rdese tambie´n que la solucio´n XFEM,
uX no verifica esta restriccio´n puesto que so´lo se impone de manera de´bil.
En lo que sigue, se va a detallar la forma de esta restriccio´n algebraica y se va a an˜adir
al sistema original (11) para obtener una solucio´n mejorada.
Se denota por nnode el nu´mero de nodos de los elementos de la malla, en particular del
elemento Ωk, k ∈ Eenr donde se encuentra el punto P donde se desea imponer la condicio´n
(17). A efectos de las ilustraciones y en los ejemplos de aplicacio´n se tomara´ nnode =
3 (elementos triangulares lineales). Para denotar los vectores y matrices elementales
asociados a Ωk utilizaremos el super´ındice (k). As´ı, las funciones de forma y la matriz
gradiente se escriben:
N(k)(x, y) =


N
(k)
1
...
N
(k)
nnode

 y B(k)(x, y) = ∇N(k)T =


∂N
(k)
1
∂x
· · ·
∂N
(k)
nnode
∂x
∂N
(k)
1
∂y
· · ·
∂N
(k)
nnode
∂y

 , (18)
mientras que los vectores de valores nodales elementales (para valores de la funcio´n, grados
de libertad enriquecidos y valores del level set) son
u(k) =


u
(k)
1
...
u
(k)
nnode

 , a(k) =


a
(k)
1
...
a
(k)
nnode

 y φ(k) =


φ
(k)
1
...
φ
(k)
nnode

 . (19)
Utilizando esta notacio´n, la versio´n matricial de (17) resulta ser
q1 − q2 = (ν2 − ν1)B
(k)
(
u(k) +
(
RI+ φ˜
(k)
N(k)T
)
a(k)
)
(20)
donde I denota la matriz identidad de taman˜o nnode × nnode y, de acuerdo con (15)
φ˜
(k)
= |φ(k)| −
ν1 + ν2
ν1 − ν2
φ(k) (21)
De acuerdo con (9), la normal unitaria normal al level set, n, apuntando hacia Ω1, es
decir, normal exterior a Ω2 es n = ∇xyφ/‖∇xyφ‖ = Bφ
(k)/‖B(k)φ‖.
De esta manera, la expresio´n matricial resultante de imponer (4d), esto es
nT(q1 − q2) = 0
en un punto P ∈ Γint resulta ser
φ(k)T(B(k)TB(k))
(
u(k) +
(
RI+ φ˜
(k)
N(k)T
)
a(k)
)
= 0 (22)
En la ecuacio´n anterior la dependencia en el punto P donde se impone la restriccio´n
aparece en N(k), R y B(k) (aunque esta u´ltima es independiente de P si los elementos son
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P (λ) P1
P2
Ω1
Ω2
Ωk
1
23
Ω1
Ω2
Γint
n1
q1
q2
Figura 5: Un elemento enriquecido Ωk con un punto P en la interfase (izquierda) donde se va a imponer
que los flujos q
1
y q
2
tengan componente normal igual (derecha)
lineales). Esta ecuacio´n es una restriccio´n lineal sobre las inco´gnitas u(k) y a(k) que se
escribe
r(k)Tu u
(k) + r(k)Ta a
(k) = 0, (23)
donde
r(k)u = B
(k)TB(k)φ(k) (24)
y
r(k)a =
(
RI+N(k)φ˜
(k)T)
r(k)u (25)
Obse´rvese que, en el caso de elementos lineales, r
(k)
u no depende del punto P mientras
que r
(k)
a depende de P en cualquier caso. Si la posicio´n de P en el segmento de interfase
dentro de Ωk se parametriza por un para´metro escalar λ entre 0 y 1, ve´ase la figura 5, los
vectores r
(k)
u y r
(k)
a y, por lo tanto, la restriccio´n (23) se pueden expresar en funcio´n de λ.
Estas condiciones se pueden imponer en varios (en la pra´ctica uno o dos) puntos de
cada Ωk, k ∈ Eenr. Ensamblando todas estas ecuaciones para las inco´gnitas globales, se
obtiene la siguiente ecuacio´n matricial
RTuu+R
T
aa = 0, (26)
donde las matrices Ru y Ra resultan de ensamblar todas las restricciones (23), para cada
k ∈ Eenr y para los valores de λ escogidos.
La restriccio´n (26) se an˜ade al sistema global (11) utilizando, por ejemplo, el me´todo
de los multiplicadores de Lagrange y resulta el sistema ampliado siguiente
Kuu Kua RuKTua Kaa Ra
RTu R
T
a 0



ua
λ

 =

FuFa
0

 (27)
Una alternativa para imponer (26) es utilizar la te´cnica de reduccio´n matricial introducida
en [1] que, respecto de (27) permite resolver un sistema de ecuaciones menor, en vez de
ampliado.
En lo que sigue, se va a determinar para elementos triangulares lineales, la expresio´n
de esta restriccio´n en funcio´n del escalar λ.
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5.2 Restriccio´n algebraica en el caso de elementos lineales
El objetivo es ahora expresar la restriccio´n de continuidad del flujo de la manera ma´s
sencilla y sistema´tica posible en el caso particular de elementos triangulares lineales. La
expresio´n dependera´ de la localizacio´n del punto P que se caracterizara´ por el para´metro λ.
Se va a suponer que se tiene la configuracio´n que aparece en la figura 5, es decir φ1 < 0,
φ2 > 0 y φ3 > 0. Los puntos de interseccio´n de la interfase con los lados de los elementos
se denominan P1 y P2, tal como aparece en la figura 5. Los vectores de funciones de forma
en estos puntos se denotan por N(k)(P1) y N
(k)(P2) y la condicio´n de pertenencia a la
interfase se escribe: [
N(k)(P1)
]T
φ(k) = 0 y
[
N(k)(P2)
]T
φ(k) = 0 .
Que teniendo en cuenta la posicio´n de P1 y P2 resulta en
[
N(k)(P1)
]T
=
[
φ2
φ2 − φ1
−φ1
φ2 − φ1
0
]
y
[
N(k)(P2)
]T
=
[
φ3
φ3 − φ1
0
−φ1
φ3 − φ1
]
.
(28)
La parametrizacio´n con λ ∈ [0, 1] de la posicio´n de P se puede escribir
P (λ) = (1− λ)P1 + λP2 (29)
y, recordando que N es lineal,
N(k)(P (λ)) = (1− λ)N(k)(P1) + λN
(k)(P2) (30)
este es el valor que se ha de utilizar en (25) y lo denotaremos tambie´n por N(k)(λ). El
valor correspondiente de R, R(λ), sera´
R(λ) =
[
N(k)(λ)
]T
|φ|
= (1− λ)
[
N(k)(P1)
]T
|φ|+ λ
[
N(k)(P2)
]T
|φ|
= (1− λ)
φ2|φ1| − φ1|φ2|
φ2 − φ1
+ λ
φ3|φ1| − φ1|φ3|
φ3 − φ1
De esta manera, se puede utilizar (25) para calcular r
(k)
a (λ) (recue´rdese que en este
caso, el vector r
(k)
u es independiente de λ y se calcula segu´n (24))
r(k)a (λ) = R(λ)r
(k)
u +
(
φ˜
(k)T
r(k)u
)
N(k)(λ)
= (1− λ)
[
N(k)(P1)
]T
|φ|r(k)u + λ
[
N(k)(P2)
]T
|φ|r(k)u
+
(
φ˜
(k)T
r(k)u
) (
(1− λ)N(k)(P1) + λN
(k)(P2)
)
= (1− λ)
[[
N(k)(P1)
]T
|φ|r(k)u + φ˜
(k)T
r(k)u N
(k)(P1)
]
+ λ
[[
N(k)(P2)
]T
|φ|r(k)u + φ˜
(k)T
r(k)u N
(k)(P2)
]
(31)
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De esta manera se puede observar que la dependencia de la restriccio´n con λ es lineal
y que, por lo tanto, dentro de un elemento Ωk basta imponer la restriccio´n en dos puntos
para asegurar que se verifique en todos. Por lo tanto, en elementos lineales, parece que
la opcio´n de imponer la restriccio´n en dos puntos cualesquiera es la ma´s adecuada. Esto
queda corroborado por los ejemplos nume´ricos.
En el caso de las disposiciones de la interfase distintas a las de la figura 5 (para φ1φ3 > 0
0 φ1φ2 ≥ 0), la restriccio´n resultante es muy similar, basta sustituir (28)
N(k)(P1) =
1
φ3 − φ2

 0φ3
−φ2

 y N(k)(P2) = 1
φ1 − φ2

−φ2φ1
0

 en el caso φ1φ3 > 0
y por
N(k)(P1) =
1
φ1 − φ3

−φ30
φ1

 y N(k)(P2) = 1
φ2 − φ3

 0−φ3
φ2

 en el caso φ1φ2 > 0 .
6 Ejemplos nume´ricos
Ejemplo 1a: Retomemos el ejemplo descrito en el apartado 4. Para la configuracio´n
de la interfase horizontal la implementacio´n XFEM+ coincide exactamente con XFEM;
es decir, tanto la configuracio´n de los flujos locales como la norma energe´tica se capturan
de manera exacta (ver figura 3).
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Figura 6: Ejemplo 1b. la solucio´n con XFEM+ (izquierda) presenta un mapa de flujos con un aspecto
mucho mejor que el que presenta XFEM en la figura 4. En el gra´fico de la derecha se puede observar
co´mo el valor de las componentes normales del flujo en los puntos de integracio´n de los elementos partidos
por la interfase (representadas en funcio´n de su abscisa) presentan fuertes discontinuidades para FEM y
XFEM mientras que son suaves para XFEM+
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Ejemplo 1b: Tal como se muestra en la figura 4, con la interfase inclinada 10o XFEM
proporciona unos resultados poco precisos. La figura 6 (izquierda) muestra como los flujos
mejoran considerablemente cerca de la interfase al utilizar XFEM+.
Con respecto a la norma energe´tica, se cumple que ‖u‖ ≤ ‖uX‖ ≤ ‖u
+
X‖ ≤ ‖uH‖ debido
a que los espacios funcionales donde se busca la solucio´n esta´n encajados. El espacio
funcional de XFEM+ es una restriccio´n del de XFEM, por lo tanto es ma´s pequen˜o y
es de esperar que la aproximacio´n de la norma energe´tica sea peor con XFEM+ que con
XFEM. En este caso, ‖uX‖ = 1.36076 < 1.36214 = ‖u
+
X‖: se pierde precisio´n global
aunque se gana en precisio´n local en los flujos. Es de destacar que la pe´rdida de precisio´n
global es poco significativa y, en particular, mucho menor que cuando se utiliza FEM.
Este mismo comportamiento se observa en todos los ejemplos ensayados.
La figura 6 (derecha) muestra co´mo son los flujos normales a lo largo de la interfase
obtenidos por los tres me´todos. De hecho, se muestran los valores en los puntos de
integracio´n de los elementos partidos y se representan en funcio´n de su abscisa. La
continuidad del flujo normal significar´ıa que la distribucio´n de estos valores ha de ser
suave. En esa figura se observa que FEM y XFEM presentan fuertes discontinuidades
mientras para XFEM+ la distribucio´n es ma´s suave; aunque es conveniente indicar que el
pequen˜o salto que presenta XFEM+ cerca de 1 es debido a una discretizacio´n insuficiente
y ello se demuestra posteriormente en la figura 7 donde se considera el mismo ejemplo
pero con una malla ma´s fina.
Ejemplo 1c: El mismo problema se analiza con una malla distinta, ma´s fina y no
uniforme. Los resultados globales (solucio´n FEM, XFEM y XFEM+ y curva de flujos
normales a lo largo de la interfase) se presentan en la figura 7. De nuevo, se puede
observar que XFEM+ mejora muy sensiblemente los flujos mientras que la energ´ıa global
es muy similar a la de XFEM y mucho mejor que la de FEM. Este mismo comportamiento
se puede observar en el ejemplos siguiente.
Ejemplo 2a: Respecto del ejemplo anterior, se incluye un orificio circular en el do-
minio, por debajo de la interfase. Las propiedades materiales y condiciones de contorno
son ide´nticas. La condicio´n de contorno en la circunferencia es Neumann homoge´nea
(condicio´n natural, aislamiento te´rmico). Esto hace que au´n con la interfase horizontal
la solucio´n no sea trivial, ver la figura 8 donde se muestran los resultados globales. Los
comentarios a este ejemplo son ide´nticos a los del anterior: XFEM+ mejora muy sensi-
blemente los flujos mientras que la energ´ıa global es muy similar a la de XFEM y mucho
mejor que la de FEM.
Ejemplo 2b: El mismo comportamiento se observa al inclinar la interfase 10o, ver figura
9). Se vuelve a obtener resultados similares a los ejemplos anteriores en los que el XFEM+
proporciona una solucio´n ma´s precisa en lo que respecta a los flujos cerca de la interfase.
Para este problema ma´s complicado XFEM+ sigue capturando extraordinariamente los
flujos en la zona de transicio´n mientras que FEM y XFEM se les hace imposible obtener
una mejor precisio´n de los flujos.
En el ejemplo 2 la norma energe´tica sigue presentando la misma situacio´n del ejemplo
1; la energ´ıa XFEM+ mayor pero muy cercano a la energ´ıa XFEM.
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Figura 7: Ejemplo 1c. Con un refinamiento de la malla XFEM+ mejora au´n ma´s los flujos cercanos a
los puntos del interfase, mientras que FEM y XFEM siguen presentando el mismo problema
7 Conclusiones
Se ha presentado una estrategia para paliar la aproximacio´n deficiente de los flujos cerca
de la interfase en los problemas de difusio´n con dos conductividades muy distintas. La
imposicio´n fuerte de la continuidad de flujos mediante ecuaciones algebraicas transforma
el XFEM en el XFEM+, una alternativa sencilla que permite mejorar de manera muy
sensible la calidad de los flujos nume´ricos en el entorno de la interfase.
Esta idea puede ser generalizada a problemas de ı´ndole ma´s compleja (elasticidad,
flujos de Stokes...) an˜adiendo la imposicio´n fuerte de las condiciones de continuidad que
en la formulacio´n esta´ndar de XFEM so´lo se imponen de manera de´bil.
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Figura 8: Ejemplo 2a. FEM y XFEM (superior izquierda y derecha) presenta flujos que no son normales
a la interfase horizontal , mientras que XFEM+ (inferior izquierda) si obtiene los flujos verticales como
establece la condicio´n de continuidad. La comparacio´n (inferior derecha) de los saltos de los flujos
normales refleja una diferencia significativa entre XFEM y XFEM+
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